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Pile Face

Indication : lancer plusieurs fois la pièce
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RÉFÉRENCES

Quel est le scientifique?

J. Res. Nat. Bur. Stand. Appl. Math. Series 3, 36-38 (1951)

Biographie
• .. 

,. 

• 
• ' 

• • 

• • • 
~ John von Neumann devant l'ordinateur du IAS. Au niveau de sa taille se trouvent les tubes cathodiques permettant le stockage, chacun, de 1 024 bits. Avec vingt tubes de chaque côté, la capacité totale était de S kilo-octets. 

I Générateur du milieu du carré
I Méthode de rejet (1947)
I
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ALGORITHME RANDOMISÉ

Une aiguille sur le parquet

Buffon (1707-1788) - biographie
Georges-Louis
Leclerc, comte de Buffon (7 septembre 1707 à Montbard
- 16 avril 1788 à Paris), est un naturaliste, mathématicien, biologiste,
cosmologiste et écrivain français. Ses théories ont influencé
deux générations de naturalistes, parmi lesquels notamment
Jean-Baptiste de Lamarck et Charles Darwin. La localité éponyme
Buffon, dans la Côte-d’Or, fut la seigneurie de la famille Leclerc.
Les premiers travaux de
Buffon ont été consacrés aux mathématiques. Il faut surtout signaler
le Mémoire sur le jeu de franc carreau, qui présente l’originalité de
faire intervenir le calcul infinitésimal dans le calcul des probabilités.
Par la suite, Buffon utilisera les mathématiques dans ses recherches
sur la résistance du bois et sur le refroidissement des planètes, ainsi
que dans son Essai d’arithmétique morale (Supplément, t. IV, 1777),
mais ces travaux montrent que, pour lui, les mathématiques ne sont
qu’un moyen de préciser l’idée qu’il peut avoir des choses, et non
une discipline autonome. Il est ingénieur plus que mathématicien.

Par contre, il est philosophe de tempérament. Le tome I de l’Histoire naturelle (1749) s’ouvre par un
discours De la manière d’étudier et de traiter l’histoire naturelle, qui est une réflexion sur la valeur de la
connaissance humaine. Rompant à la fois avec l’idéalisme rationaliste et l’empirisme sceptique, Buffon
affirme la validité d’une science fondée sur les faits, mais sachant en dégager les lois, débarassée de
toute téléologie, d’une science qui sans doute ne vaut que pour l’homme, mais qui est la seule que
l’homme puisse atteindre. Par la suite, Buffon admettra que l’homme peut découvrir les vraies lois de la
nature (De la nature, 1re et 2e vues, Histoire naturelle, t. XII et XIII, 1764-1765). Son tempérament
rationaliste l’emporte alors sur sa formation philosophique, d’inspiration sceptique.
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MODELISATION

Notations

P(X + l sinα > a)

aα

l

X

l sinα

X de loi uniforme sur [0 : l ]

α de loi uniforme sur [0, π]

Probabilité de toucher :

P(X + l sinα > a) =
2l
πa
.

Calcul en répétant l’expérience un
grand nombre de fois
(Loi des grands nombres, théorème de
la limite centrale)
Méthodes de Monte-Carlo

Représentation par une aire

Calcul

P(X + l sinα > a) = 1 − P(X + l sinα 6 a);

= 1 − P(X 6 a − l sinα);

= 1 −
Surface sous la courbe bleue

Surface du rectangle
;

= 1 −
1

πa

∫ π
0

(a − l sinα)dα;

= 1 −
1

πa
[a.α + l cosα]π0 =

2l

πa
.
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MÉTHODE DE MONTE-CARLO

Schéma numérique d’intégration

Manhattan project Simulation de réactions
nucléaires⇒ équations aux dérivées partielles

I =

∫ b

a
f (x)dx '

1
N

∑
i=1

f (Ui ).

Stanislaw Marcin Ulam (math)
Enrico Fermi (physique)
John von Neumann (math app)
Nicholas Metropolis (physique)

Ordinateur : Eniac 1943

Electronic Numerical Integrator And
Computer
John Mauchly et J. Presper Eckert
University of Pennsylvania.
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LE CALCUL GÉNÉRATION MODÈLE LOIS UNIFORMES TYPES D’ALGORITHMES ARITHMÉTIQUE

JOHN VON NEUMAN (1903-1957)

Mathématicien américain d’origine hongroise. Il a
apporté d’importantes contributions tant en
mécanique quantique, qu’en analyse fonctionnelle,
en théorie des ensembles, en informatique, en
sciences économiques ainsi que dans beaucoup
d’autres domaines des mathématiques et de la
physique. Il a de plus participé aux programmes
militaires américains.

Architecture du processeur
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NICHOLAS METROPOLIS (1915-1999)

Metropolis contributed several original ideas to
mathematics and physics. Perhaps the most widely
known is the Monte Carlo method. Also, in 1953
Metropolis co-authored the first paper on a technique that
was central to the method known now as simulated
annealing. He also developed an algorithm (the
Metropolis algorithm or Metropolis-Hastings algorithm) for
generating samples from the Boltzmann distribution, later
generalized by W.K. Hastings.

Recuit simulé

Convergence vers un minimum global par une descente
de gradient stochastique

Xn+1 = Xn − ~gradΦ(Xn)∆(Random).
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MACHINES ALÉATOIRES

Loterie

I Roue à secteurs
Système chaotique amorti

I Pièces et dés
Système chaotique avec sngularités

I Roulette, loto,...
I Mélange de cartes

graine : action d’une personne

Machines
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LE CALCUL GÉNÉRATION MODÈLE LOIS UNIFORMES TYPES D’ALGORITHMES ARITHMÉTIQUE

ALÉATOIRE PRÉCALCULÉ

Rand corporation

Tables de nombres aléatoires

Random bits

I RandomNumber.org
I Hotbits

http://www.fourmilab.ch/hotbits/

I Marsaglia’s generator
http://www.stat.fsu.edu/pub/diehard/

I New dice roller : http:
//gamesbyemail.com/News/DiceOMatic

I etc.
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LE CALCUL GÉNÉRATION MODÈLE LOIS UNIFORMES TYPES D’ALGORITHMES ARITHMÉTIQUE

PSEUDO-ALÉATOIRE EN PYTHON

Python

Librairie random
Générateur : Mersenne Twister (1998)

xn = xn−(N−M) ⊕ (xU
n−N |x

L
n−N+1)A

avec le jeu de paramètres adéquat :
période = 219937 − 1
I random() génère un nombre

pseudo-aléatoire (réel) dans [0, 1[

I seed() initialise le générateur
(reproductibilité) (temps système par défaut)

I getstate () état interne du générateur
I setstate () réinitialise le générateur à partir

d’un état interne

Utilisation

I randrange(a,b)
nombre entier a 6 k < b

I randint (a,b)
nombre entier a 6 k 6 b

I choice( liste )
I shuffle ( liste )

mélange en place
I sample(population,k)

selection sans remplacement
I lois classiques de probabilité

normale, exponentielle, triangulaire,...
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LE CALCUL GÉNÉRATION MODÈLE LOIS UNIFORMES TYPES D’ALGORITHMES ARITHMÉTIQUE

MODÈLE DE MACHINE AVEC DE L’ALÉATOIRE

Modèle de machine :

I machine de Turing (ou équivalente)
I source externe de bits aléatoires

Formalisation :

La séquence des appels à la fonction getrandbits () est modélisée par une suite de
variables aléatoires réelles {Xk}nN indépendantes et de même loi uniforme sur
E = {0, 1}.

Pour tout n et toute séquence a1, · · · , an de bits

P(X1 = a1, · · · ,Xn = an) =
1
2n

On peut généraliser en convenant d’une représentation des réels sur k bits (random)
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LE CALCUL GÉNÉRATION MODÈLE LOIS UNIFORMES TYPES D’ALGORITHMES ARITHMÉTIQUE

HISTOIRES DE DÉS (SUITE)

Pièce 7→ Dé-8

À partir d’une pièce de monnaie écrire un générateur aléatoire d’un dé à 8 faces :

Dé-8()

Données: Une fonction "Pièce()" générateur aléatoire de {0, 1}
Résultat: Une séquence i.i.d. de loi uniforme sur {1, · · · , 8}

A0 =Pièce()
A1 =Pièce()
A2 =Pièce()
S = A0 + 2 ∗ A1 + 4 ∗ A2 + 1
return S
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LE CALCUL GÉNÉRATION MODÈLE LOIS UNIFORMES TYPES D’ALGORITHMES ARITHMÉTIQUE

HISTOIRES DE DÉS : PREUVE DE L’ALGORITHME

Spécification :
une séquence d’appels à la fonction Dé-8() est modélisée par une séquence de
variables aléatoires i.i.d. de loi uniforme sur {1, · · · , 8}.

Hypothèse :
P0,P1, · · · ,Pn, · · · séquence des appels à Pièce() iid de loi uniforme sur {0, 1}
Preuve :
On note S0,S1, · · · ,Sn, · · · la séquence de variables aléatoires modélisant les
résultats obtenus par appels successifs de Dé-8().
Soit n ∈ N et (x0, x1, · · · , xn) ∈ {1, · · · , 8}n. Il faut montrer que

P(S0 = x0, · · · ,Sn = xn) =
1

8n+1
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LE CALCUL GÉNÉRATION MODÈLE LOIS UNIFORMES TYPES D’ALGORITHMES ARITHMÉTIQUE

HISTOIRES DE DÉS :PREUVE DE L’ALGORITHME (SUITE)

On a

P(S0 = x0, · · · ,Sn = xn)

= P(S0 = x0) · · ·P(Sn = xn)

car Sk ne dépend que de P3k ,P3k+1,P3k+2 et que les Pi sont indépendants ;

les S0, · · · ,Sn, · · · sont donc indépendants ;

= P(S0 = x0) · · ·P(S0 = xn) car (P3k ,P3k+1,P3k+2) ont même loi.

Or pour i dans {1, · · · , 8}, i − 1 s’écrit de manière unique en binaire i − 1 =2 a2a1a0.

P(S0 = i) = P(P0 = a0,P1 = a1,P2 = a2)

= P(P0 = a0)P(P1 = a1)P(P2 = a2) les appels à Piece() sont indépendants ;

=
1
2

1
2

1
2

=
1
8

car même loi uniforme sur {0, 1}.

d’où

P(S0 = x0, · · · ,Sn = xn) =
1

8n+1
cqfd.
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LE CALCUL GÉNÉRATION MODÈLE LOIS UNIFORMES TYPES D’ALGORITHMES ARITHMÉTIQUE

HISTOIRES DE DÉS (SUITE)

Pièce 7→ Dé-2k

À partir d’une pièce de monnaie écrire un générateur aléatoire d’un dé à 2k faces :

Dé(k)

Données: Une fonction "Pièce()" générateur aléatoire de {0, 1}
Résultat: Une séquence i.i.d. de loi uniforme sur {1, · · · , 2k}

S=0
for i = 1 to k

S=Pièce() +2.S // cf Schéma de Hörner

S = S + 1
return S

Preuve : Identique au Dé-8, unicité de la décomposition binaire d’un entier de
{0, · · · , 2k − 1} par un vecteur de k bits.
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LE CALCUL GÉNÉRATION MODÈLE LOIS UNIFORMES TYPES D’ALGORITHMES ARITHMÉTIQUE

REPRÉSENTATION BINAIRE :

7

0 1

0 1

0 1

2 3

0 1

4 5

0 1

6

0 1 0 1

0 1

5 =2 101, 2 =2 010, 42 =2 101010 · · ·
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LE CALCUL GÉNÉRATION MODÈLE LOIS UNIFORMES TYPES D’ALGORITHMES ARITHMÉTIQUE

HISTOIRES DE DÉS (SUITE)

Pièce 7→ Dé-6

À partir d’une pièce de monnaie écrire un générateur aléatoire d’un dé à 6 faces :

Dé-6()

Données: Une fonction Dé-8() générateur aléatoire de {1, · · · , 8}
Résultat: Une séquence i.i.d. de loi uniforme sur {1, · · · , 6}

repeat
X =Dé-8()

until X 6 6
return X

Preuve : voir plus tard
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LE CALCUL GÉNÉRATION MODÈLE LOIS UNIFORMES TYPES D’ALGORITHMES ARITHMÉTIQUE

MÉTHODE BASÉE SUR LE REJET

Principe

Générer uniformément sur A accepter si le
point est dans B.

A

B

Algorithme

Génère-unif(B)

Données:
Générateur uniforme sur A

Résultat:
Générateur uniforme sur B

repeat
X =Génère-unif(A)

until X ∈ B

return X
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LE CALCUL GÉNÉRATION MODÈLE LOIS UNIFORMES TYPES D’ALGORITHMES ARITHMÉTIQUE

MÉTHODE BASÉE SUR LE REJET : PREUVE

Génère-unif(B)

Données:
Générateur uniforme sur A

Résultat:
Générateur uniforme sur B

N = 0
repeat

X =Génère-unif(A)
N = N + 1

until X ∈ B

return X , N

Preuve

Tirages Génère-unif(A) : X1,X2, · · · ,Xn, · · ·

P(X ∈ C,N = k)

= P(X1 /∈ B, · · · ,Xk−1 /∈ B,Xk ∈ C)

= P(X1 /∈ B) · · ·P(Xk−1 /∈ B)P(Xk ∈ C)

=

(
1−
|B|
|A|

)k−1 |C|
|A|

P(X ∈ C) =
+∞∑
k=1

P(X ∈ C,N = k)

=
+∞∑
k=1

(
1−
|B|
|A|

)k−1 |C|
|A|

=
|C|
|B|

Donc la loi est uniforme sur B
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LE CALCUL GÉNÉRATION MODÈLE LOIS UNIFORMES TYPES D’ALGORITHMES ARITHMÉTIQUE

MÉTHODE BASÉE SUR LE REJET : COMPLEXITÉ

Génère-unif(B)

Données:
Générateur uniforme sur A

Résultat:
Générateur uniforme sur B

N = 0
repeat

X =Génère-unif(A)
N = N + 1

until X ∈ B

return X , N

Complexité

N Nombre d’itérations

P(N = k) = P(X ∈ B,N = k)

=

(
1−
|B|
|A|

)k−1 |B|
|A|

Loi géométrique de paramètre pa = |B|
|A| .

Nombre moyen d’itérations

EN =
+∞∑
k=1

k(1− pa)k−1pa

=
1

(1− (1− pa))2
pa =

1
pa
.

Var N =
1− pa

p2
a
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LE CALCUL GÉNÉRATION MODÈLE LOIS UNIFORMES TYPES D’ALGORITHMES ARITHMÉTIQUE

TYPES D’APPOCHES

Algorithme de Monte-Carlo

I utilise de l’aléatoire dans son exécution,
I a un temps d’exécution déterministe.

En général,
I le résultat rendu est potentiellement incorrect,
I le taux d’erreur est quantifiable précisément.

Algorithme de Las Vegas

I utilise de l’aléatoire dans son exécution,
I donne toujours un résultat correct,

En général
I le temps d’exécution qui dépend des tirages aléatoires, est aléatoire
I on peut étudier la distribution de probabilité.
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LE CALCUL GÉNÉRATION MODÈLE LOIS UNIFORMES TYPES D’ALGORITHMES ARITHMÉTIQUE

EXEMPLE : TRI RAPIDE

def t r i _ r a p i d e (T ) :
plus_grand = [ ]
l i s t e _ p i v o t = [ ]
p l u s _ p e t i t = [ ]
i f len (T ) <= 1:

r e t u r n T
else :

# segmentat ion
p i v o t =T [ 0 ]
f o r x i n T :

i f x < p i v o t :
p l u s _ p e t i t . append ( x )

e l i f x > p i v o t :
plus_grand . append ( x )

e lse :
l i s t e _ p i v o t . append ( x )

# fus ion des r é s u l t a t s
r e t u r n t r i _ r a p i d e ( p l u s _ p e t i t ) + l i s t e _ p i v o t + t r i _ r a p i d e ( plus_grand )

Coût de l’algorithme

I au mieux O(n log n) (borne inférieure atteinte) arbre d’appels équilibré

I au pire O(n2) arbre d’appels déséquilibré (fil)
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LE CALCUL GÉNÉRATION MODÈLE LOIS UNIFORMES TYPES D’ALGORITHMES ARITHMÉTIQUE

EXEMPLE : TRI RAPIDE (2)

def t r i _ r a p i d e (T ) :
plus_grand = [ ]
l i s t e _ p i v o t = [ ]
p l u s _ p e t i t = [ ]
i f len (T ) <= 1:

r e t u r n T
else :

# segmentat ion
p i v o t = random . choice (T )
f o r x i n T :

i f x < p i v o t :
p l u s _ p e t i t . append ( x )

e l i f x > p i v o t :
plus_grand . append ( x )

e lse :
l i s t e _ p i v o t . append ( x )

# fus ion des r é s u l t a t s
r e t u r n t r i _ r a p i d e ( p l u s _ p e t i t ) + l i s t e _ p i v o t + t r i _ r a p i d e ( plus_grand )

Coût de l’algorithme (algorithme de Las Vegas)

I au mieux O(n log n) (borne inférieure atteinte) arbre d’appels équilibré

I au pire O(n2) arbre d’appels déséquilibré (fil)

I en moyenne O(n log n) variance ∼ n
√

7− 2π2/3
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EXEMPLE : TRI RAPIDE (2)

def t r i _ r a p i d e (T ) :
plus_grand = [ ]
l i s t e _ p i v o t = [ ]
p l u s _ p e t i t = [ ]
i f len (T ) <= 1:

r e t u r n T
else :

# segmentat ion
p i v o t = random . choice (T )
f o r x i n T :

i f x < p i v o t :
p l u s _ p e t i t . append ( x )

e l i f x > p i v o t :
plus_grand . append ( x )

e lse :
l i s t e _ p i v o t . append ( x )

# fus ion des r é s u l t a t s
r e t u r n t r i _ r a p i d e ( p l u s _ p e t i t ) + l i s t e _ p i v o t + t r i _ r a p i d e ( plus_grand )

Coût de l’algorithme (algorithme de Las Vegas)

I au mieux O(n log n) (borne inférieure atteinte) arbre d’appels équilibré

I au pire O(n2) arbre d’appels déséquilibré (fil)

I en moyenne O(n log n) variance ∼ n
√

7− 2π2/3
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NOMBRES PREMIERS

Le problème de la factorisation d’entiers

Étant donné un entier n codé sur k bits, trouver un diviseur de n (ou trouver sa
décomposition en facteurs premiers)
I problème reconnu difficile
I base d’algorithme de cryptographie (RSA) N = pq ave p, q entiers premiers de grande taille

Génération aléatoire d’un grand entiers premier

On se donne une borne Nmax et ou souhaite obtenir un nombre premier p, aléatoire,
choisi uniformément parmi les nombres premiers 6 Nmax .

def genere_premier (N_max)
p = randrange (N_max)
i f t e s t _ p r i m a l i t e ( p ) :

r e t u r n p
else :

r e t u r n genere_premier (N_max)

Coût moyen : π(N) ∼ N
log(N)

(théorème des nombres premiers)

Nombre moyen de tests = log(Nmax )

de l’ordre de la taille de la représentation de Nmax
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TEST DE PRIMALITÉ : ALGORITHME DE MILLER-RABIN

Extrait de : D. Kozen The Design and Analysis of Algorithms Springer (1991)

I si p est premier alors l’algorithme renvoie premier
I si p est composé alors l’algorithme renvoie composé avec une probabilité supérieure à 1

2
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TAKE HOME MESSAGE

Usage de l’aléatoire

Outil algorithmique
I Approximation d’un résultat : algorithme de Monte-Carlo

calcul de π, recuit simulé, test de primalité ...)
I Amélioration d’une méthode : algorithme de Las Vegas (résultat correct)

quicksort, recherche randomisée, tables de hachage, ...

Propriété de l’aléatoire utilisée
I convergence des fréquences (balayer l’espace uniformément) : méthodes de Monte-Carlo
I imprédictibilité (pas d’algorithme facile pour prédire le suivant) : cryptographie

Production de l’aléatoire

Une machine produit du pseudo-aléatoire
I émulation du hasard (pseudo-générateur)
I source binaire aléatoire uniforme
I algorithme de transformation d’une source
I contrôle de l’aléatoire

Quelques références

Randomized Algorithms, R. Motwani and
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Mitzenmacher and E. Upfal, Cambridge
University Press, 2005. Ouvrage plus
moderne, plus avancé.
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