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LE PROBLÈME LA SORTIE SYNTHÈSE

ÉVASION

Source : Jeux & Stratégie n 28 (1984)
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LE PROBLÈME LA SORTIE SYNTHÈSE

ALGORITHME DE DIJKSTRA

Algorithme_Dijkstra(G,s)
Données: Un graphe G valué et un sommet s de G

Résultat: Visite tous les sommets du graphe et calcule la valeur minimale des chemins de s
à tout autre sommet du graphe

d(s) = 0
S ← {s}
for y ∈ X − S

d(y) = v(s, y)
// S ensemble de sommets (chemins) dont la valeur minimale d est

établie
while il existe (x, y) ∈ A avec x ∈ S et y 6∈ S

Choisir y 6∈ S minimisant

π(y) = min
x∈S,(x,y)∈A

d(x) + v(x, y)

S ← S ∪ {y}
d(y) = π(y)
for z ∈ X − S

d(z) = min(d(z), d(y) + v(y, z))
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LE PROBLÈME LA SORTIE SYNTHÈSE

EXEMPLE
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x4 x5 x6
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S d(1) d(2) d(3) d(4) d(5) d(6)
0 {x1} 0 16 +∞ 14 8 +∞
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LE PROBLÈME LA SORTIE SYNTHÈSE

HEURISTIQUE

Trouver le plus court chemin de o à b

I Une heuristique H est une fonction qui associe une valeur Hx pour tout sommet x du graphe.
Interprétation : H est une estimation de la valeur d’un chemin de x à au but b (fonction
externe liée à la nature du problème).

I Une heuristique H est admissible (ou optimiste) si pour tout x

Hx 6 dmin(x, b)

Interprétation : Au mieux la longueur d’un chemin de x à la destination (ou but) sera Hx

I Une heuristique H est cohérente si pour tout arc (x, y)

Hx 6 v(x, y) + Hy ou encore Hx − Hy 6 v(x, y)

Interprétation : En passant par y on pourrait éventuellement faire mieux

Remarque : une heuristique cohérente est admissible (réciproque fausse)

cmin(x , b) =< x = x0, x1, · · · , xk = b >

v(cmin(x , b)) = v(x0, x1) + v(x1, x2) + · · ·+ v(xk−1, xk )

> (Hx0 − Hx1 ) + (Hx1 − Hx2 ) + · · ·+ (Hxk−1 − Hxk )

= Hx0 − Hxk = Hx − Hb = Hx (car Hb = 0 )
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LE PROBLÈME LA SORTIE SYNTHÈSE

ALGORITHME A∗

Algorithme_Astar(G,o,d ,v )
Données: Un graphe G valué (positif), un sommet origine (resp but) o (resp b)

de G, une fonction heuristique H cohérente
Résultat: Construit un chemin de valeur minimale de o à b

d(s) = 0
S ← {s}
// ensemble de sommets (chemins) dont la valeur minimale d est

établie

while il existe (x , y) ∈ A avec x ∈ S et y 6∈ S
Choisir y 6∈ S minimisant

min
x∈S,(x,y)∈A

d(x) + v(x , y) + Hy

S ← S ∪ {y}
d(y) = d(x) + v(x , y)
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LE PROBLÈME LA SORTIE SYNTHÈSE

PREUVE DE L’ALGORITHME A∗

Adaptation de la preuve de Dijkstra

d̂(x) = d(x) + Hx

où d(x) est le poids optimal actuellement connu pour un chemin menant de o à x , et H
est une heuristique cohérente.
Nous remarquons que pour un sommet examiné x minimal (au sens de d̂ ), nous
avons pour tout successeur y de x :

d̂(y) def
= d(y) + Hy

= min
x
{d(x) + v(x , y) + Hy}

= d(x∗) + v(x∗, y) + Hy = d(x∗) + Hx∗ + v(x∗, y)− Hx∗ + Hy

= d̂(x∗) + [v(x∗, y)− Hx∗ + Hy]

Ainsi, l’algorithme A* correspond exactement à l’algorithme de Dijkstra avec la
repondération suivante :

v̂(x , y) = v(x , y)− Hx + Hy

Merci à Pierre-Édouard Portier
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LE PROBLÈME LA SORTIE SYNTHÈSE

POUR CONCLURE LA PREUVE

Soit un chemin de o à b dans le graphe revalué Ĝ = (X,A, V̂)

c(o, b) =< o = x0, x1, · · · , xk = b >

v̂(c(o, b)) = v̂(x0, x1) + v̂(x1, x2) + · · ·+ v̂(xk−1, xk )

= v(x0, x1) + (Hx1 − Hx0 ) + v(x1, x2) + (Hx2 − Hx1 ) + · · ·+ v(xk−1, xk )(Hxk − Hxk−1 )

= v(x0, x1) + v(x1, x2) + · · ·+ v(xk , xk−1) + Hxk − Hx0

= v(c(o, b)) + Hb − Ho = v(c(o,b))− Ho

en conséquence

min
c

v̂(c(o, b)) = min
c

v(c(o, b))− Ho

Un chemin de valeur minimale de o à b dans Ĝ est également un chemin de valeur
minimale dans G
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LE PROBLÈME LA SORTIE SYNTHÈSE

SUR LA GRILLE
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Quelles seraient des heuristiques possibles?

Hx = distance(x , d) avec une distance ( Manhattan, ou euclidienne, ...)
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LE PROBLÈME LA SORTIE SYNTHÈSE

UN PEU DE TAQUIN

1 H1
configuration = 15− nombre de pièces bien placées.

2 H2
configuration =

∑
i∈pièces distance entre i et sa bonne position.

Ces heuristiques sont-elles admissibles?
Peut-on comparer ces heuristiques?
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LE PROBLÈME LA SORTIE SYNTHÈSE

ÉCHELLES DE MOTS

Étant donnés 2 mots de même longueur, trouver une séquence de mots allant de l’un à
l’autre en ne changeant qu’une seule lettre à la fois.
De bleu à noir
bleu -> blés -> bues -> buis -> luis -> lois -> loir -> noir
De Jean à Marc
jean -> jeun -> jeux -> feux -> feus -> fers -> fars -> mars -> marc.

Doublets de Lewis Carroll, repris par Knuth

structure de graphe : quelles heuristiques pourraient être utilisées?
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